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Odreÿivanje progiba betonskih nosaþa s armaturom od polimera armiranih vlaknima 
Opisan je proraþunski model progiba betonskih nosaþa armiranih armaturom od polimera armiranih 
vlaknima (A-PAV). Model se temelji na odreÿivanju zakrivljenosti popreþnih presjeka duž nosaþa
optereüenog na savijanje. Analiziran je utjecaj prianjanja i proklizavanja na rezultate proraþuna
progiba s poveüanjem optereüenja. U proraþunskom se modelu mogu primijeniti stvarni dijagrami 
prianjanje/proklizavanje (eksperimentalno odreÿeni normiranim pokusom) ili idealizirani dijagrami.
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Determining deflection of concrete girders strengthened with fibre reinforced polymers 
The design model for determining deflection of concrete girders strengthened with fibre reinforced 
polymers (FRP) is described. The model is based on the determination of curvature of individual cross 
sections along the girder subjected to bending load. The influence of adhesion and slip on the deflection 
analysis results, with an increase in bending load, is analyzed. The design model is suitable for realistic 
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Détermination de déflection des poutres en béton contenant polymères renforcés de fibres 
Le modèle analytique visant à déterminer la déflection des poutres en béton renforcées par des 
polymères renforcés de fibres (PRF) est décrit. Le modèle est basé sur la détermination de courbure des 
coupes transversales le long de la poutre soumise à la flexion. L'effet de l'adhérence et du glissement 
sur les résultats de déflection, avec l'augmentation de la charge de flexion, est analysé. Le modèle 
analytique est approprié pour les diagrammes réalistes adhérence / glissement (définis par essais 










Ʉɢɲɢɱɟɤ, Ɂ. ɋɨɪɢɱ, Ƀ. Ƚɚɥɢɱ Opɢɝɢɧɚɥɶɧɚɹ ɧɚɭɱɧɚɹ ɪɚɛɨɬɚ
Ɉɩɪɟɞɟɥɟɧɢɟ ɩɪɨɝɢɛɚ ɛɟɬɨɧɧɵɯ ɛɚɥɨɤ ɫ ɚɪɦɚɬɭɪɨɣ ɢɡ ɩɨɥɢɦɟɪɨɜ, ɚɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɯ
ɜɨɥɨɤɧɚɦɢ
ȼ ɪɚɛɨɬɟ ɨɩɢɫɚɧɚ ɪɚɫɱɺɬɧɚɹ ɦɨɞɟɥɶ ɩɪɨɝɢɛɚ ɛɟɬɨɧɧɵɯ ɛɚɥɨɤ, ɚɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɯ ɚɪɦɚɬɭɪɨɣ ɢɡ
ɩɨɥɢɦɟɪɨɜ, ɚɪɦɢɪɨɜɚɧɧɵɯ ɜɨɥɨɤɧɚɦɢ (A-PAV). Ɇɨɞɟɥɶ ɨɫɧɨɜɵɜɚɟɬɫɹ ɧɚ ɨɩɪɟɞɟɥɟɧɢɢ ɤɪɢɜɢɡɧɵ
ɩɨɩɟɪɟɱɧɵɯ ɫɟɱɟɧɢɣ ɜɞɨɥɶ ɛɚɥɤɢ, ɧɚɝɪɭɠɟɧɧɨɣ ɧɚ ɢɡɝɢɛ. Ⱥɧɚɥɢɡɢɪɨɜɚɧɨ ɜɥɢɹɧɢɟ ɫɰɟɩɥɟɧɢɹ ɢ
ɩɪɨɫɤɥɢɡɚɜɚɧɢɹ ɧɚ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɵ ɪɚɫɱɺɬɚ ɩɪɨɝɢɛɚ ɫ ɩɨɜɵɲɟɧɢɟɦ ɧɚɝɪɭɡɤɢ. ȼ ɪɚɫɱɺɬɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ
ɦɨɝɭɬ ɩɪɢɦɟɧɹɬɶɫɹ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɟ ɞɢɚɝɪɚɦɦɵ ɫɰɟɩɥɟɧɢɟ/ɩɪɨɫɤɥɢɡɚɜɚɧɶɟ (ɷɤɫɩɟɪɢɦɟɧɬɚɥɶɧɨ
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Festlegung der Durchbiegung von Betonträgern mit Polymerbewehrung, faserbewehrt 
Beschrieben ist ein Berechnungsmodell für die Durchbiegung von Betonträgern faserbewehrt mit 
Polymerbewehrung (A-PAV). Das Modell begründet sich auf der Bestimmung der Krümmung der 
Querschnitte längs des biegebelasteten Trägers. Analysiert wurde der Einfluss der Haftung und 
Gleitung auf die Berechnungsergebnisse der Durchbiegung mit Steigerung der Belastung. Im 
Berechnungsmodell können wirkliche Diagramme Haftung/Gleitung (experimental bestimmt durch 
normierte Versuche) oder idealisierte Diagramme angewendet werden.
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1 Uvod 
Uzduž armiranobetonskog nosaþa optereüenog na savi-
janje pri optereüenjima veüim od onih kod kojih nastaju 
prve pukotine, neki presjeci se nalaze u stanju napreza-
nja I (presjeci bez pukotina) a neki u stanju naprezanja 
II (presjeci s pukotinama). Razni istraživaþi [4], [5], [9], 
[10] su, da bi proraþunali progibe nosaþa, na razliþite
naþine uzimali prosjeþnu vrijednost zakrivljenosti ili 
krutosti nosaþa. Ovakav naþin proraþuna progiba daje se 
u propisima mnogih zemalja, a najpoznatiji je proraþun
progiba prema ameriþkom istraživaþu Bransonu [24]. 
Poveüanjem optereüenja nastaju nove pukotine, a posto-
jeüe se šire i produljuju. U nekom trenutku nove pukoti-
ne više ne nastaju nego se postojeüe samo šire s poveüa-
njem optereüenja.
U ovom radu se zakrivljenost popreþnog presjeka prora-
þunava uzevši u obzir prianjanje i proklizavanje arma-
ture u betonu izmeÿu dviju susjednih pukotina nosaþa. 
Detaljno je opisan postupak proraþuna naprezanja i de-
formacija u betonu i armaturi te zakrivljenosti popreþ-
nog presjeka u podruþju izmeÿu dviju susjednih pukoti-
na. Proraþunom se uzima u obzir prianjanje i prokliza-
vanje armature. Rabe se eksperimentalno dobivene kri-
vulje prianjanje/proklizavanje za A-PAV. PAV je kra-
tica za polimer armiran vlaknima ili engl. FRP (Fiber 
Reinforced Polymer). A-PAV (armatura od polimera 
armiranih vlaknima) ne korodira pa se u novije vrijeme 
primjenjuje umjesto þeliþne armature. Osim za izradu 
šipki i mreža za armiranje, te natega za prednapinjanje, 
PAV se upotrebljava za izradu, lamela, trakova i plahti 
koje se mogu rabiti za zaštitu i ojaþanje nosivih kons-
trukcija. 
PAV se proizvodi od staklenih (S), aramidnih (A) i ug-
ljiþnih (U) vlakana velike þvrstoüe, povezanih epoksid-
nom smolom, poliesterom ili vinilesterom, uz kaluplje-
nje i prešanje, pa se tako razlikuju proizvodi od PASV-a, 
PAAV-a te PAUV-a. 
U sklopu istraživanja na znanstvenoj temi br. 0082203 
«Primjena nemetalnih materijala u betonskim konstruk-
cijama» provedena su eksperimentalna ispitivanja greda 
i ploþa armiranih armaturom od polimera armiranog 
vlaknima (PAV) koja su opisana u radovima [1] i [25]. 
Rezultati proraþuna opisanih u ovom radu usporedit üe
se s rezultatima spomenutih eksperimentalnih ispitivanja 
2 Raspodjela naprezanja izmeÿu dviju susjednih 
pukotina 
2.1 Opis postupka proraþuna
Proraþun raspodjele naprezanja prianjanja izmeÿu beto-
na i armature je iterativni postupak, opisan u þlanku [20], a 
ovdje je prilagoÿen korištenju A-PAV-a. U svakom po-
preþnom presjeku rabi se bilinearni proraþunski radni 
dijagram vlaþno naprezanog betona (slika 1.) i proraþunski 
dijagram tlaþno naprezanog betona (pravokutnik + parabola).  
Proraþunski dijagram betona u vlaþnom podruþju (slika 1.) 
opisan je sljedeüim veliþinama: 
mct,H  - relativna vlaþna deformacija betona pri vlaþnoj 
þvrstoüi (maksimalnom vlaþnom naprezanju), 
mctf ,  - vlaþna þvrstoüa betona (maksimalno vlaþno na-
prezanje), 
uct,H  - maksimalna relativna vlaþna deformacija beto-
na izmeÿu dviju pukotina, 
uctf ,  - vlaþno naprezanje betona pri maksimalnoj rela-
tivnoj vlaþnoj deformaciji betona. 
Prema þlanku [21] maksimalna relativna vlaþna defor-
macija betona izmeÿu dviju pukotina, uct,H , proraþuna-
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Slika 1. Proraþunski dijagram betona u vlaþnom podruþju: a) prije nastanka pukotine, b) izmeÿu dviju pukotina 
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gdje je: 
fG  - energija sloma betona, 
b - duljina konaþnog elementa. 
Za elemente kod kojih pukotine nastaju uslijed savijanja, 
uct ,H  se uzima prema radu [19] u kojem je, 
mctuct ,, 3520 HH y .
Postupak odreÿivanja raspodjele prianjanja temelji se na 
sljedeüim uvjetima koji povezuju mjerodavne veliþine u 
proraþunu. To su: 
1. Uvjet ravnoteže horizontalnih sila u popreþnom pre-
sjeku elementa (slika 3.):  
21 fcfct FFFF    (2) 
gdje je:  
ctF  -  rezultanta vlaþnih naprezanja u betonu,   
1fF  - sila u vlaþnoj A-PAV koja se postavlja u 
jednom redu (ukoliko se A-PAV postavlja u 
dva ili više redova tada treba uzeti u obzir 
razliþito naprezanje u svakom redu armature 
radi linearnog ponašanja, bez popuštanja, 
takve armature),  
cF  - rezultanta tlaþnih naprezanja u betonu, 
2fF  - sila u tlaþnoj A-PAV, 
2. Uvjet ravnoteže momenata savijanja u popreþnom 
presjeku (slika 3.), 
  zFFM fctSd  1  (3a) 
odnosno, 
  zFFM fcSd  2  (3b) 
gdje je: 
z - krak unutarnjih sila, 
3. Veza naprezanja u armaturi 1fV  i naprezanja pria-
njanja pW  izmeÿu betona i A-PAV-a u jednom redu, 











d WV  (4) 
gdje su:  
1fV  - naprezanje u vlaþnoj A-PAV, 
pW  - naprezanje prianjanja izmeÿu betona i A-
PAV-a,
po6  - suma opsega svih šipki vlaþne A-PAV, 
1fA  - ploština svih šipki vlaþne A-PAV 
4. Izraz koji definira proklizavanje armature u betonu:  
  dxx cf  ³
0
1 HHG  (5) 
gdje su: 
G  - proklizavanje A-PAV-a u betonu, 
1fH  - relativna deformacija vlaþne A-PAV, 
cH  - relativna deformacija betona u razini vlaþne
armature. 
Iterativni postupak proraþuna raspodjele prianjanja pro-
vodi se za podruþje izmeÿu dviju susjednih pukotina. 
Rubni uvjeti na mjestu pukotina proraþunaju se iz rav-
noteže presjeka s pukotinom za moment savijanja na 
tom mjestu (slika 2.). Na taj naþin se proraþuna napreza-
nje u armaturi, te relativna deformacija tlaþnog betona, 
2cH , na mjestu pukotine. 
Veza naprezanja u vlaþnoj A-PAV izmeÿu (i-1) i (i)-tog 












































Slika 2. Relativne deformacije, naprezanja i unutarnje sile u popreþnom presjeku na mjestu pukotine
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gdje je: 
x'  - udaljenost izmeÿu (i-1) i (i)-tog presjeka. 
Dakle, da bi se odredilo naprezanje u armaturi u (i)-tom 
presjeku, )(,1 ifV , uz poznato naprezanje u armaturi (i-1)-og 
presjeka, )1(,1 ifV , mora se poznavati naprezanje pria-
njanja )1(, ipW . Kako se iz rubnih uvjeta ne može prora-
þunati poþetno naprezanje prianjanja, ono se treba pret-
postaviti i to je poþetna vrijednost iterativnog postupka 
proraþuna raspodjele prianjanja. Za poþetnu vrijednost 
naprezanja prianjanja može se uzeti polovica najveüe
vrijednosti naprezanja prianjanja odabrane krivulje pria-
njanje/proklizavanje. 
Za (i)-ti presjek se pomoüu poznatog momenta savijanja 
na tom mjestu i proraþunanog naprezanja armature traži 
ravnoteža unutarnjih sila presjeka tako da se u obzir 
uzima i nosivost betona u vlaþnom podruþju (slika 3.).  
Za pretpostavljenu vrijednost relativne vlaþne deforma-
cije betona na donjem rubu popreþnog presjeka, ctH , traži 
se relativna tlaþna deformacija betona na gornjem rubu 
presjeka, 2cH , uz koju uvjet ravnoteže unutarnjih sila 
mora biti zadovoljen. Te sile daju moment savijanja koji 
se usporeÿuje sa poznatim momentom savijanja u tom 
popreþnom presjeku. Ako je taj moment manji od mo-
menta u presjeku, tada treba poveüati relativnu vlaþnu
deformaciju betona, ctH , i ponoviti postupak. Postupak 
se prekida kada je apsolutna vrijednost razlike izmeÿu
tih dvaju momenata manja od neke unaprijed odreÿene 
male vrijednosti. 
Za proraþun unutarnjih sila u tlaþno napregnutom dijelu 
betona i u tlaþnoj armaturi rabi se postupak prikazan u 
nastavku. 
Raspodjela naprezanja betona u tlaþnom podruþju dana 
je proraþunskim dijagramom betona parabola+pravac 
koji je definiran sljedeüim izrazima ( ckc fiH uvrštavaju 
se kao pozitivne vrijednosti) prema [30]: 
– ako je 000000 0,20 d cH
(za 22 cccc vrijedi VVHH   ):  ckccc f 85,012501000 HHV  (7) 
– ako je 000000 5,30,2 d cH
(za 22 cccc vrijedi VVHH   ): ckc f 85,0V  (8) 
Za proraþun rezultante tlaþnih naprezanja u betonu, Fc,
uvodi se koeficijent punoüe radnog dijagrama betona, 
vD , definiran u izrazima (12) i (13) prema [30], pa se 
ona proraþunava prema izrazu: 
bxfF vckc  D85,0  (9)  
gdje je: 
ckf  - karakteristiþna tlaþna þvrstoüa betona, 
b - širina pravokutnog popreþnog presjeka. 
Udaljenost neutralne osi presjeka od gornjeg (tlaþnog) 








1  (10) 
Udaljenost sile u tlaþnom dijelu betona, odnosno 
udaljenost težišta dijagrama tlaþnih naprezanja u betonu 
od gornjeg ruba popreþnog presjeka proraþunava se 
prema izrazu: 
xky ac   (11) 
Koeficijenti av kiD  odreÿeni su za 2cH  pomoüu izraza 
(12) i (13), [30]: 
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Slika 3. Relativne deformacije, naprezanja i unutarnje sile u popreþnom presjeku s uzimanjem u obzir nosivosti betona u vlaþnom podruþju
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 HH  (14) 
Sila u tlaþnoj A-PAV je: 
cffffff EAF ,22222 ;   HVV  (15) 
gdje je: 
cfE , – modul elastiþnosti tlaþne A-PAV.  
Buduüi da je modul elastiþnosti tlaþno naprezane A-PAV, 
cfE , , manji od vlaþnog modula elastiþnosti, a tlaþna
þvrstoüa znatno manja od vlaþne þvrstoüe, ne preporuþa
se u proraþun uzimati tlaþnu A-PAV (ACI 440 [13]). 
Zbog opüenitosti izraza i slika presjeka, u njima üe se 
ostaviti rezultanta sila tlaþne A-PAV, Ff2. Izrazi üe i da-
lje vrijediti ukoliko se uzme da je Ff2 = 0. 
Udaljenost rezultante tlaþnih sila od tlaþnog ruba pop-









22   (16) 
Ukoliko se sila Ff2 izostavlja iz proraþuna, prema [13], 
tada je cr yy  .
U ovom proraþunskom modelu uzima se da beton izme-
ÿu pukotina može preuzeti vlaþna naprezanja. Unutarnje 
sile u vlaþno napregnutom dijelu betona proraþunavaju 
se prema slikama 3. i 4. te sljedeüim izrazima: 
Slika 4. Unutarnje sile u vlaþno napregnutom podruþju betona 
bhfF ctmctct  1,1 5,0  (17 ) 
bhfF ctmctct  2,2 5,0  (18) 
bhF ctcct  213 5,0 V  (19) 
U gornjim izrazima, b je širina popreþnog presjeka dok 




ct hh  H
H ,
1  (20) 




ctd   21 HH
H
 (22) 
Vlaþno naprezanje betona na donjem rubu popreþnog 
presjeka proraþunava se prema izrazu (23), ako je 













HHV  (23) 
Rezultanta vlaþno napregnutog betona iznosi: 
321 ctctctct FFFF   (24) 








  (25) 
Ako je relativna deformacija betona na donjem rubu pop-
reþnog presjeka, mctct ,HH d , tada se rezultanta vlaþnih 
naprezanja betona raþuna prema izrazu: 
bhF ctcct  15,0 V  (26) 
cmctc E HV 1  (27) 
Sila u vlaþnoj armaturi proraþunava se prema izrazu: 
1)(,11 fiff AF  V
Naprezanje vlaþne armature u 
i-tom presjeku, Vf1, odgovara 
Vf1,(i) i dano je izrazom (6). 
Udaljenost rezultante vlaþnih 
sila: a) u betonu (Fct) i b) 
vlaþnoj A-PAV (Ff1) od 












Krak unutarnjih sila je:
tdc yyyhz  1  (30) 
pa tako moment savijanja koji takav presjek može 
preuzeti glasi: 
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Nakon što se završi iterativni postupak za odreÿivanje 
nosivosti na moment savijanja sa proraþunanim relativ-
nim deformacijama A-PAV i betona u razini vlaþne ar-
mature, pomoüu izraza (32) proraþunava se proklizava-










u kojem se relativne deformacije vlaþne A-PAV prora-







VH   (33) 
gdje je: 
fE – modul elastiþnosti vlaþno naprezane A-PAV,  







 HH  (34) 
Na temelju proraþunanog proklizavanja u i-tom presjeku 
iz izraza (32), iz krivulje pW /G  (slika 5.) odredi se pri-







Slika 5. Dijagram prianjanje/proklizavanje 
Za svaki sljedeüi popreþni presjek, postupak poþinje po-
novno od izraza (6) do (34). Postupak se provodi sve do 
presjeka kod sljedeüe pukotine. Za taj presjek se uspore-
ÿuju naprezanja u armaturi, ono dobiveno iterativno s 
onim dobivenim iz rubnog uvjeta (za popreþni presjek s 
pukotinom). Ukoliko se naprezanja razlikuju, postupak 
se ponavlja uz novo pretpostavljeno poþetno naprezanje 
prianjanja, dok se ne postigne zadovoljavajuüa toþnost.  
Može se dogoditi da postupak ne konvergira i da nakon 
nekoliko proraþunskih koraka naprezanje u armaturi 
postane negativno i za moment savijanja u tom presjeku 
ne može se postiüi ravnoteža uz relativne deformacije 
betona u vlaþnom i tlaþnom podruþju koje odgovaraju 
realnom ponašanju betona. To znaþi da je pretpostavlje-
no preveliko poþetno naprezanje prianjanja. Ukoliko je 
pretpostavljeno poþetno naprezanje prianjanja premalo, 
može se dogoditi da naprezanje u armaturi postane pre-
veliko i da se za zadani moment savijanja opet ne može 
postiüi ravnoteža popreþnog presjeka. Postupak poþinje 
konvergirati za usko podruþje oko toþnog poþetnog 
naprezanja prianjanja. 
Kada najveüa relativna vlaþna deformacija u presjeku 
dostigne vrijednost uctct ,HH   tada dolazi do prestanka 
nosivosti betona u vlaþnom podruþju i nakon toga se 
smatra da se popreþni presjek nalazi u stanju naprezanja 
II. Moment savijanja pri kojem se to dogaÿa proraþuna-
va se traženjem ravnoteže unutarnjih sila u promatranom 
presjeku, prikazanom na slici 6. Za poznatu relativnu 
deformaciju donjeg ruba popreþnog presjeka uctct ,HH  ,
traži se relativna deformacija betona na gornjem rubu 
popreþnog presjeka, 2cH , takva da se zadovolji ravnote-
ža unutarnjih sila. U tom postupku mogu se rabiti izrazi 
(9) do (31), uz napomenu da se sila u vlaþnoj armaturi 
raþuna prema izrazu: 








































Slika 6. Unutarnje sile u popreþnom presjeku kod uctct ,HH  
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u kojem se relativna deformacija 








 HH  (36) 
2.2 Proraþun zakrivljenosti 
popreþnog presjeka 
U skladu sa proraþunom opisa-
nim u toþki 2.1, zakrivljenost 
duž nosaþa, proraþunava se na 
sljedeüi naþin: 
Ukoliko se promatra podruþje 
nosaþa na kojem postoje pukoti-
ne, zakrivljenost na mjestu pukotina se proraþunava kao 
zakrivljenost u stanju naprezanja II, tj. javlja se spreg 
sila koje preuzimaju moment savijanja od vanjskog op-
tereüenja (tlaþna sila u betonu i vlaþna sila u armaturi). 
Zakrivljenost presjeka izmeÿu dviju pukotina je svakako 
manja od zakrivljenosti na mjestu pukotina i to za iznos 
na koji najveüi utjecaj ima smanjenje naprezanja u armaturi 
zbog naprezanja prianjanja tj. nosivosti betona u vlaþ-
nom podruþju izmeÿu dviju pukotina.  
U ovom radu zakrivljenost se proraþunava prema izrazu 












Sve veliþine iz izraza (37) prikazane su na slici 7. 
Na mjestu pukotine (stanje naprezanja II) zakrivljenost 
se proraþunava uz pomoü relativnih deformacija vlaþne
armature i tlaþnog betona prema izrazu (38):  
dr
cf 211 HH  . (38) 
Veliþine iz izraza (38) prikazane su na slici 8. 
Ravnoteža sila i momenata savijanja mora biti zadovo-




21 HH  , dobije se izraz (38), što znaþi da se za 
proraþun zakrivljenosti popreþnog presjeka uvijek može 
rabiti izraz (38). 
3 Model odreÿivanja progiba s porastom optereüenja 
U ovoj toþki opisan je analitiþki mo-
del odreÿivanja dijagrama sila/progib, 
tj. ponašanje betonskih nosaþa armira-
nih s A-PAV s poveüanjem optereüe-
nja. Ne analizira se utjecaj puzanja i 
skupljanja (dugotrajne deformacije).  
Na dijagramu sila/progib za bilo ka-
kav betonski nosaþ armiran šipkama 
od PAV-a mogu se uoþiti dva podruþja. 
Prvo podruþje je ono prije pojave 
prve pukotine, dok se nakon pojave 
prve pukotine, a prije sloma nosaþa, no-
saþ se nalazi u drugom podruþju.  
Ovdje opisanim postupkom moguüe
je proraþunati progibe slobodno oslo-
njene grede pravokutnog presjeka, optereüene s dvije 
koncentrirane sile, koje se simultano poveüavaju od nule 
do iznosa kod kojeg dolazi do sloma nosaþa. 
Raspon nosaþa podijeli se na intervale jednake duljine. 
Za svako optereüenje proraþunaju se momenti savijanja 
na rubovima i u sredini svih intervala duž nosaþa. Za 
svaki iznos momenta savijanja traži se pripadna zakriv-
ljenost popreþnog presjeka u toj toþki. Za optereüenje 
koje u nosaþu uzrokuje naprezanja manja od onih kod 
kojih nastaje prva pukotina, zakrivljenost se duž nosaþa
proraþunava prema teoriji elastiþnosti [14]. 
Nakon pojave prvih pukotina, zakrivljenost se duž nosa-

























































Slika 7. Zakrivljenost popreþnog presjeka izmeÿu dviju pukotina
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mogao rabiti, za svaki presjek duž nosaþa proraþunavaju 
se naprezanja i relativne deformacije u armaturi, te u 
betonu na gornjem te donjem rubu popreþnog presjeka i 
u razini armature. Takoÿer se proraþunava naprezanje 
prianjanja i proklizavanje armature. Za taj proraþun se 
rabi postupak opisan u toþki 2 ovog rada. 
Nakon proraþuna zakrivljenosti duž nosaþa, može se prora-
þunavati progibna linija nosaþa za svaki korak optereüenja.  









f  (39) 
gdje je Ri ploština dijagrama zakrivljenosti u i-tom inter-
valu, a mi je ordinata dijagrama momenata savijanja od 
jediniþne sile u i-tom intervalu, kada se jediniþna sila 
nalazi u j-toj toþki nosaþa þiji se progib želi proraþunati,
što je vidljivo na slici 9. 
Ponavljanjem takvog zbrajanja za jediniþnu silu u sva-
koj toþki nosaþa, odreÿuje se progibna linija nosaþa. Po-
stupak se nastavlja poveüanjem sile za ǻP. Za svako 
poveüanje sile odreÿuje se zakrivljenost u svim presjeci-
ma i progib na sredini nosaþa. Kao rezultat proraþuna 
dobije se krivulja sila/progib. Takav postupak se ponavlja 
dok ne nastupi slom nosaþa.
U trenutku u kojem dolazi do pojave pukotine u nekom 
popreþnom presjeku nosaþa, potrebno je proraþunati
smanjenje sile (pad sile) do kojeg dolazi ako se element 
optereüuje uz kontrolu prirasta progiba (kao pri ekspe-
rimentu). U stvarnosti optereüenje se pri pojavi pukotine 
ne smanjuje, nego se progib naglo poveüa. S obzirom da 
se radi o proraþunu progiba s porastom optereüenja, pri-
likom pojave svake nove pukotine, smanjuje se krutost 
nosaþa, a ako se želi zadržati isti progib, sila se takoÿer
mora smanjiti. Postupak proraþuna te (smanjene) sile 
provodi se iterativno, metodom raspolavljanja.  
Pretpostavlja se da se prve pukotine pojavljuju u trenut-
ku kada naprezanje betona na vlaþnom rubu popreþnog 
presjeka dostigne vlaþnu þvrstoüu betona, mctf , . S ob-
zirom da se promatra nosaþ koji je optereüen sa dvije, 
simetriþno postavljene i jednake po veliþini koncentrira-
ne sile prve pukotine üe sigurno nastati u podruþju oko 
sredine raspona, izmeÿu tih dviju sila, jer se u tom pod-
ruþju nalaze najoptereüeniji presjeci. 
Prema eksperimentima opisanim u [1] i [25], prve puko-
tine se, kod uzoraka greda, pojavljuju izmeÿu sila na sred-
njem dijelu nosaþa na mjestima i razmacima koji odgo-
varaju mjestima i razmacima popreþne armature. Nakon 
pojave prvih (primarnih) pukotina, kod uzoraka greda, 
izmeÿu njih se, na sredini razmaka, pojavljuju nove pu-
kotine. Nakon toga, s poveüanjem optereüenja dolazi do 
pojave sekundarnih pukotina koje se vrlo brzo spajaju s 
postojeüim pukotinama, tj. nema više pojave glavnih 
(primarnih) pukotina. To se uzima u obzir prilikom pro-
raþuna zavisnosti progiba od vanjskog optereüenja. Na-
kon formiranja stabilizirane slike pukotina, ponašanje 
vlaþno napregnutog betona izmeÿu postojeüih pukotina 
opisuje se proraþunskim dijagramom sa slike 1.b). Dalj-
njim poveüanjem optereüenja, relativna deformacija be-
tona u vlaþnom podruþju prekoraþuje veliþinu relativne 
deformacije pri vlaþnoj þvrstoüi betona i tada više ne 
dolazi do pojave novih pukotina, veü do stvaranja mikro-
pukotina u tom podruþju.
U trenutku kada najveüa relativna vlaþna deformacija u 
presjeku, ctH , bude jednaka uct,H , dolazi do prestanka 
nosivosti betona u vlaþnom podruþju i nakon toga se smat-
ra da se popreþni presjek nalazi u stanju naprezanja II. 
4 Krivulje prianjanje/proklizavanje 
U radu [1] opisani su eksperimenti kojima su dobivene 
krivulje prianjanje/proklizavanje za þeliþnu armaturu i 
A-PAV. Ispitivanja su provedena na normiranom 
uzorku prema normi HRN U.M1.090 [26]. Ovakav tip 
ispitivanja priznat je i u svijetu i naziva se «Standard 
beam test» (RILEM 1978.g [27]). Uzorak za ispitivanje 
prianjanja i proklizavanja armature prikazan je na slici 
















Slika 9. a) statiþki sustav podijeljen na intervale, b) promjena 
zakrivljenosti duž nosaþa, c) moment savijanja od 
jediniþne sile
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Izraÿeno je jedanaest uzoraka od kojih su tri armirana 
šipkama od polimera armiranog ugljiþnim vlaknima 
(PAUV) I 12,7 mm, tri šipkama od polimera armiranog 
staklenim vlaknima (PASV) I 12,7 mm, tri šipkama od 
PASV-a I 6,35 mm i po jedan uzorak je armiran rebras-
tom þeliþnom armaturom  I 12,0 mm, odnosno I 6,0 mm. 
Treba napomenuti da su ispitane šipke od PASV-a i 
PAUV-a bile glatke, prekrivene samo kremenim pijes-
kom po površini i da je bilo oþekivano njihovo veliko 
proklizavanje.
Ispitivanjem svakog od uzoraka trebale bi se dobiti dvije 
krivulje jer se mjerenja provode s obje strane uzorka. 
Praktiþno je to teško postiüi s A-PAV zbog toga što se 
nakon što armatura jedne strane uzorka proklizne, ta 
strana mora fiksirati, a mjerenje se nastavlja samo na 
drugoj polovici uzorka. No, kod ovog ispitivanja problem 
je bio fiksirati A-PAV. To nije najbolje uspjelo pa se 
zbog toga od svakog uzorka mogao upotrijebiti samo po 
jedan rezultat ispitivanja. U ovom þlanku rabe se rezul-
tati ispitivanja prianjanja i proklizavanja šipki I 12,7 mm 
od PASV-a. 
Nakon šipki od PASV-a ispitivani su uzorci armirani 
šipkama od PAUV-a I12,7 mm. Dijagrami prianjanje/pro-
klizavanje za sve uzorke šipki od PAV-a I 12,7 mm pri-
kazani su na slici 11. Vidi se da i kod velikog prokliza-
vanja od 3,0 mm još uvijek postoji veliko naprezanje 
prianjanja izmeÿu šipki od PAV-a i betona. Rebrasta 
þeliþna armatura ima i do 5 puta manje proklizavanje od 
glatke A-PAV. 
Krivulje prianjanje/proklizavanje za te uzorke se prekla-
paju, a to je zato jer su šipke od PAV-a, bez obzira na 
tip, obložene kremenim pijeskom kako bi bolje prianja-
le. Može se zakljuþiti da se prionjivost šipki od PASV-a 
ili PAUV-a, istog promjera, može promatrati zajedno. 
Tablica 1 prikazuje prosjeþnu veliþinu naprezanja pri-
anjanja na duljini od 10× I (10 promjera armature). Pri-
kazane su vrijednosti naprezanja prianjanja, W, za veliþi-
ne proklizavanja šipke od 0,01; 0,05; 0,1 i 0,5 mm, te 
maksimalno izmjereno naprezanje prianjanja. Oznaka 
W0,01 odgovara naprezanju prianjanja pri proklizavanju 
od 0,01 mm, W0,05 odgovara naprezanju prianjanja pri 
proklizavanju od 0,05 mm, itd. 
Tablica 1. Rezultati ispitivanja naprezanja prianjanja i 
proklizavanja šipki od PASV-a i PAUV-a I
12,7 mm u N/mm2
Uzorak W0,01 W0,05 W0,1 W0,5 Wmax (N/mm2)
PASV
12-1
6,07 7,07 7,18 6,22 7,19 
PASV
12-3
6,28 12,34 13,74 16,78 16,87 
PAUV
12-1
3,10 8,48 9,53 12,52 12,76 
PAUV
12-2
9,98 17,18 19,12 17,83 19,39 
PAUV
12-3























Slika 10. Standardni uzorak za ispitivanje prianjanja i proklizavanja armature [27] 























Slika 11. Dijagrami prianjanje/proklizavanje za šipke I12,7 mm 
od PASV-a i PAUV-a
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5 Odreÿivanje progiba 
Postupak proraþuna progiba s porastom optereüenja koji 
je opisan u toþki 3, rabi krivulju prianjanje/proklizava-
nje armature radi proraþuna raspodjele naprezanja pria-
njanja te proklizavanja armature u betonu. Ovdje üe se 
analizirati utjecaj krivulja prianjanje/proklizavanje pod 
nazivom PASV 12-1 i PASV 12-3 (slika 11.) na proraþun
progiba greda (slika 12.) armiranih s A-PAV.  
Statiþki sustav i armatura grede, þiji su progibi mjereni, 
prikazani su na slici 12. U tablici 2. prikazane su dimen-
zije popreþnog presjeka i ploštine armature grede. 
Srednja tlaþna þvrstoüa betona: 2mm/35 Nfck  .
Vlaþna þvrstoüa betona: 
23 23 2
, mm/21,3353,03,0 Nff ckmct    .
Sekantni modul elastiþnosti betona: 
233 mm/33282835950089500 NfE ckcm    








fH  (slika 1.). 
Prema radu [19] krajnja relativna vlaþna deformacija 
betona: mctuct do ,, 3520 HH  . Ovdje je upotrijebljena 
vrijednost: 3,min,, 1093,120
  mctuct HH  (slika 1.). 
U tablici 3. prikazane su eksperimentalno odreÿene 
karakteristike ugraÿene A-PAV. Kao što je veü
spomenuto, zbog svojstava tlaþno naprezane A-PAV, 
prema [13], ona se zanemaruje u ovim proraþunima . 













41600 0,0174 723,84 
Rezultati proraþuna progiba greda s porastom optereüe-
nja nazvani su GREDA-1 i GREDA-2. U proraþunu 
GREDA -1 rabi se krivulja prianjanje/proklizavanje pod 
nazivom PASV 12-1, a u proraþunu GREDA-2 krivulja 
pod nazivom PASV 12-3. Na slici 13. prikazan je dio 
dijagrama sila/progib za te grede. Sila P na ordinati dija-
grama odgovara silama P na gredi prikazanoj na slici 12. 
Kao što je veü spomenuto, s porastom optereüenja dola-
zi do pojave novih pukotina i do promjene naprezanja i 









Uzdužni presjek grede spone I8/20 cm, m=2 (þeliþne)
3I12,7 (PASV-armatura)
2I6,35 (PASV-armatura)









Slika 12. Statiþki sustav i armatura grede (dimenzije u cm)
Tablica 2. Dimenzije popreþnog presjeka grede i ploština armature 
Dimenzije popreþnog presjeka i ploština armature 
 b/h/d (cm) Vlaþna armatura Tlaþna armatura Popreþna armatura 
Greda „PASV“ 20/28/25 
PASV 3#4 (3 I 12,7)  
(3,87 cm2)
PASV 2#2 (2 I 6,35) 
(0,63 cm2)
þeliþne spone I 8/20 cm,
m = 2 






0 0,5 1 1,5 2









P = 12,23 kN
P = 14,26 kN
P = 9,66 kN
Slika 13. Poþetni proraþunski dio dijagrami sila/progib za nosaþe
GREDA-1 i GREDA-2
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Na slici 14. prikazana je promjena naprezanja u vlaþnoj 
armaturi duž nosaþa GREDA-1 i to za sile: P = 9,66 kN, 
P = 12,23 kN i P = 14,26 kN (slika 13.). Pri navedenim 
silama došlo je do pojave novih pukotina. S porastom 
sile poveüava se naprezanje u vlaþnoj armaturi na mjes-
tu pukotine. Nove pukotine nastaju sve bliže ležaju gre-
de, što se vidi po vrškovima krivulje na slici 14. Napre-
zanje prianjanja smanjuje naprezanje u armaturi izmeÿu
pukotina (slika 14.).  
Utjecaji krivulja prianjanje/proklizavanje armature na 
proraþun naprezanja i relativnih deformacija armature i 
betona te zakrivljenosti popreþnog presjeka i progiba 
grede bit üe prikazani za silu P = 12,23 kN. 
Na slici 15. prikazani su dijagrami naprezanja u armatu-
ri za polovicu grede pri sili P = 12,23 kN. Vrhovi krivu-
lja na slici 15. nalaze se na mjestima pukotina gdje su 
naprezanja u armaturi najveüa. Pukotine su meÿusobno 
udaljene 9,0 cm. Izmeÿu dviju pukotina naprezanje u 
armaturi se smanjuje, jer dio naprezanja, preko prianja-
nja armature za beton, preuzima beton u vlaþnom pod-
ruþju. Odmah se može uoþiti da su izmeÿu pukotina ve-
üa naprezanja u armaturi za nosaþ GREDA-1, nego za 
nosaþ GREDA-2 i to zbog utjecaja prianjanja/prokliza-
vanja. Nešto veüe proklizavanje GREDE-1 (slika 16.), 
odnosno manje naprezanje prianjanja armature (slika 17.) 
daje veüe naprezanje u armaturi izmeÿu dviju susjednih 
pukotina. Zbog toga manji dio vlaþnih naprezanja izme-
ÿu pukotina preuzima beton u nosaþu GREDA-1, nego 
u nosaþu GREDA-2. 
Slika 16. Proraþunske veliþine proklizavanja A-PAV, duž 
polovice raspona, za nosaþe GREDA-1 i GREDA-2 
Na slici 16. prikazani su proraþunski dijagrami prokliza-
vanja armature duž polovice grede, pri sili P = 12,23 kN, 
na kojima se vidi da se kod istog optereüenja grede, ve-
üe proklizavanje armature javlja rabi li se krivulja pria-
njanje/proklizavanje PASV 12-1 nego krivulja PASV 
12-3. Najveüe proklizavanje armature javlja se na mjes-
tu pukotine što se vidi po vrhovima krivulja na dijagra-
mu proklizavanja armature na slici 16. 
Slika 17. Proraþunske vrijednosti naprezanja prianjanja A-PAV, 
duž polovice raspona, za nosaþe GREDA-1 i GREDA-2 
Pri sili P = 12,23 kN, na slici 17., vidi se da se veüa na-
prezanja prianjanja javljaju rabi li se krivulja PASV 12-3 
(za GREDU-1), a manja krivulju PASV 12-1 (za GREDU-3). 
To je u skladu sa slikom 11. 
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Slika 14. Proraþunsko naprezanje u A-PAV, duž polovice nosaþa pri silama: a) P = 9,66 kN, b) P = 12,23 kN i c) P = 14,26 kN
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Slika 15. Proraþunsko naprezanje u A-PAV, duž polovice raspona, 
za nosaþe GREDA-1 i GREDA-2
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Slika 18. Proraþunske vrijednosti zakrivljenosti popreþnog
presjeka, duž polovice raspona, za nosaþe GREDA-1 i 
GREDA-2 
Na slici 18. prikazani su dijagrami zakrivljenosti popreþnih 
presjeka duž polovice grede, pri sili P = 12,23 kN. Kod 
proraþuna sa krivuljom prianjanje/proklizavanje PASV 
12-1 dobiju se veüe zakrivljenosti duž grede, nego pri 
uporabi krivulje PASV 12-3. Dijagrami zakrivljenosti 
popreþnih presjeka sliþni su dijagramima naprezanja u 
armaturi duž grede, jer zakrivljenost popreþnog presjeka 
grede najviše i ovisi o naprezanjima odnosno deforma-
cijama u armaturi u svakom popreþnom presjeku. Isto 
tako, veüe zakrivljenosti popreþnih presjeka grede uzro-
kuju i veüe progibe, što se direktno oþituje i kod veüih
progiba nosaþa GREDA-1, nego su to progibi nosaþa
GREDA-2. Progibne linije grede prikazane su na slici 19. 
Prema oþekivanjima, razliþiti oblici krivulja prianjanje/pro-
klizavanje imaju utjecaj na veliþinu progiba (slike 13. i 19.). 
Progibi su manji rabi li se krivulja PASV 12-3 (GREDA-2) 
jer ta krivulja daje maksimalno naprezanje prianjanja, 
dok krivulja PASV 12-1 (GREDA-1) daje minimalno 
naprezanje prianjanja od svih ispitanih uzoraka šipki 
armature.  
Slika 19. Progibne linije greda, za rezultate proraþuna GREDA-
1 i GREDA-2 
Na slici 20. prikazani su dijagrami sila/progib za promatra-
ne grede, a za usporedbu s teorijskim rezultatima pri-
kazani su i eksperimentalni rezultati ispitivanja greda 
armiranih s A-PAV. Može se uoþiti dobro slaganje teo-
rijskih i eksperimentalnih rezultata. 
Slika 20. Dijagrami sila/progib za rezultate proraþuna GREDA-1 
i GREDA-2 i eksperimentalni rezultati 
6 Zakljuþak
Cilj ovog rada bio je naþiniti proraþunski model odreÿi-
vanja progiba i istražiti utjecaj prianjanja i proklizavanja 
A-PAV, u armiranobetonskom elementu, na veliþinu
progiba. Postojeüi modeli proraþuna progiba temelje se 
na proraþunu zakrivljenosti najoptereüenijeg popreþnog
presjeka u promatranom nosaþu i proraþunu progiba prema 
teoriji elastiþnosti u tom presjeku. U takvim modelima 
zakrivljenost se popreþnog presjeka proraþunava pomo-
üu prosjeþnog proraþunskog momenta tromosti koji u 
obzir uzima raspucanost nosaþa ovisno o optereüenju.
U ovom radu, proraþun progiba s porastom optereüenja 
proširen je kako bi se njime obuhvatilo ponašanje beto-
na i A-PAV izmeÿu dviju susjednih pukotina. Pri tome 
je u obzir uzeto prianjanje i proklizavanje armature te 
pojava novih pukotina s porastom optereüenja. Pokazalo 
se da prianjanje i proklizavanje armature znaþajno utje-
þu na veliþinu progiba nosaþa u fazi nastajanja pukotina.
Ako je prianjanje izmeÿu armature i betona veliko tada 
üe progibi grede pri istom optereüenju biti manji od pro-
giba grede u kojoj je prianjanje izmeÿu armature i beto-
na malo. Nakon stabiliziranja pukotina pri veüim silama 
taj utjecaj je zanemariv. Krivulje prianjanje/proklizava-
nje utjeþu i na svaki korak proraþunskog postupka, na 
njegovu brzinu i toþnost. 
Brojni istraživaþi dali su modele proraþuna raspodjele 
prianjanja i proklizavanja armature u betonu, izmeÿu
dviju susjednih pukotina. No, u tim se istraživanjima 
rabila þeliþna, a ne A-PAV. Istraživaþi su obiþno pret-
postavljali raspodjelu proklizavanja armature izmeÿu
dviju susjednih pukotina ili su rabili zamjensku krivulju 
prianjanje/proklizavanje. 
U ovom se radu rabila A-PAV te krivulje prianjanje/prokli-
zavanje odreÿene ispitivanjem na uzorcima. Promatralo 
se ponašanje cijelog nosaþa, u svim fazama optereüenja,
uzimajuüi u obzir nastanak i stabilizaciju pukotina. Re-
zultat takvog proraþuna je ponašanje nosaþa s porastom 
Zakrivljenost popreþnog presjeka, 1/r,duž grede pri sili 
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optereüenja do sloma. Krivulja sila/progib proraþunana 
tim postupkom dobro se poklapa s rezultatima eksperi-
mentalnih istraživanja. Ovim postupkom, u svakoj se 
toþki nosaþa, pri svakom koraku optereüenja može utvr-
diti stanje naprezanja i relativne deformacije u armaturi 
i betonu, prianjanje i proklizavanje izmeÿu armature i 
betona te pojava pukotina i veliþina progiba.  
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